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rapprochement entre la suite de 
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NLa divine proportion ne peut cependant pas t t re  exprimke en nombres de f a p n  exacte; 
nkanmoins elle peut t t re  exprimke de telle faqon que, B travers un processus infini, nous 
pouvons en rapprocher de plus en plus et en delimitant le carre nous ne sommes jamais ii 
plus d’une unit6.n [Kepler, 16081 

Dans sa lettre du 12 mai 1608 au professeur Joachim Tanckius, Kepler 
montre sa connaissance du rksultat suivant: Si f, est le terme gdnkral 
de la suite 1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233 ... dkterminke par la 
relation fn+z = fn+l + fn et si t = (l+R(5))/2 est la valeur numkrique 
associke au rapport dCtermink par la division d’une ligne en extreme 
et moyenne raison (d.e.m.r. - voir Elkments VI, def. 3) alors: 

fn+llfn est une approximation de t. (1) 

De plus, comme l’indique la citation, Kepler connaissait la relation 
suivante: 

V n + * Y  - f n  * f n + z  = +I* (2) 

Le nom de Fibonacci est maintenant associk A cette suite car elle se 
trouve dans le <<problkme des lapins,, publiC dans le Liber abaci de 
1202 [Fibonacci, 1,2831. Or, comme nous le verrons plus loin, il est nC- 
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cessaire d’insister sur le fait que, en dCpit de sa grande maitrise des 
proprittks de la d. e. rn. r. ,  Fibonacci n’indique d’aucune fason qu’il 
connaissait le rtsultat (1). 

Cette lettre de Kepler a CtC considCrCe jusqu’g maintenant comme 
le premier Cnonct explicite des rCsultats (1) et (2). Or, pendant nos re- 
cherches au sujet de la transmission de certains aspects des EZkments 
nous avons remarque la note manuscrite 21 propos du thCor2me 11’11 
reproduite ici et qui se trouve dans un exemplaire de l’tdition de Pa- 
cioli datant de 1509.’ Le texte se lit comme suit: 

Sit linea ab 233 pedum, divisa ut docet 11 huius in duo inaequalia in puncto h et sit bh 
portio eius maior 144 et ha portio eius minor 89. ducatur ab in ha et  perveniunt 20737 et 
bh in se et perveniunt 20736. et sic cognosces quod in mutationibus non est laborandum 
quid impossible est numerum ita dividi ut ista 11 proponit. similiter accidit si linea 13 pe- 
dum dividatur in lineam 8 pedum, et  lineam 5. 

Soit ab une ligne de 233 pieds divide au point h en d e w  parties intgales mmme I’en- 
seigne le t h e o r h e  11 de ce livre et  que la grande partie bh soit 144 et que la petite partie 
ha soit 89. Que ab soit multiplit par ha et  on obtient 20737; que bh soit multiplit par h i -  
mtme et  on obtient 20736. Et de cette manibre vous apprendrez qu’il ne faut pas s’appli- 
quer B montrer par des substitutions qu’il est impossible qu’un nombre soit divisk comme 
le propose votre [thtorbme] 11. Et une chose semblable arrive si une ligne de 13 pieds est 
divide en une ligne de 8 pieds et une ligne de 5 .  

L’utilisation par l’auteur des assez grands entiers de la suite - 89, 144 
et 233 - indique une connaissance sfire de (1). De plus il semble, quoi- 
que nous ne puissions pas l’affirmer de faqon &re, qu’il connaissait la 
relation (2). Ceci parait $tre le sens de c<similiter . . .N dans la derni2re 
phrase et est peut-&re suggCrC par la premiere partie de la phrase peu 
Claire c<et sic cognosces quod in mutationibus non est laborandum . . .>> 

L‘tcriture elle-mCme ainsi que la date et le lieu de publication du 
livre indiquent qu’il s’agit d’un commentateur italien de la premibre 
moitiC du 16bme siecle et donc bien avant l’tpoque de Kepler. La 
question qui se pose alors est de savoir quelles sont les indications 
dans les difftrents textes nous ttant parvenus qui montreraient une 
connaissance ou un manque de connaissance de (1) et (2). Dans ce qui 
suit nous essayons donc de faire une synthbse de ces textes ainsi que 
des diffdrentes hypoth2ses Cmises dans la 1ittCrature. Le problkme, 
comme souvent dans l’histoire des mathematiques, est de faire la dis- 
tinction entre <<aurait pu dtmontrerw et <<a dCmontr6,. 
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b c b f 
Figure 1. Annotation B ElCments IIJ1 dans une copie de I'edition d'Euclide par Pacioli. 

1 .  Nombres latkraux et diagonaux pour le pentagone 

Heller [1958] a suggkrk que des mathkmaticiens 21 l'kpoque de Hippa- 
sus (-Vc sitxle) ont dCveloppC les nombres latkraux et diagonaux pour 
le pentagone B partir des relations: 

Ces relations, en prenant s1 = 2, d, = 3 ,  donnent pour d,,: s,, la suite 
3 : 2, 5 : 3, 8 : 5 ,  13 : 8 ... Ensuite ils auraient utilist les relations (3) 
pour en dkduire le rksultat de XIII,8: les diagonales d'un pentagone se 
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coupent en e.m.r. Tout ceci impliquerait une connaissance de (1) et 

On peut reprocher, entre autres, ii ces hypotheses de Heller le fait 
que les sources disponibles ne mentionnent jamais les nombres la- 
tCraux et diagonaux pour le pentagone comme c’est le cas pour le 
carrk. De plus Heller, ainsi que les auteurs qui l’ont prCddC, [Fritz, 
1945, Junge, 19481 suppose que le rQultat de XIII,8 Ctait connu i=i une 
date relativement ancienne. Or les textes de 11,ll; IV,lO,ll, indi- 
quent que le rksultat de XIII,8 n’Ctait pas connu, mCme de fason in- 
tuitive, quand le pentagone a CtC construit; voir [Fischler, 19791. 

(2). 

2. Division d’une ligne en extrgme et moyenne raison anthyphaidse 

Dans une sCrie d’articies, Fowler soutient la these qu’il existait une 
thCorie du concept de rapport basCe sur l’anthyphairkse (voir X,2). 
Dans [Fowler, 1980,19821 l’auteur interprkte les thCor&mes du livre I1 
des Eliments comme &ant ceux qui Ctaient nkcessaires A 1’Ctude de 
l’anthyphairese. En particulier il suggere que II,11 a Ctk dCveloppC en 
rkponse au problkme suivant: ccDiviser une ligne telle que la suite qui 
rCsulte de l’anthyphairbse appliquCe aux segments est [1,1,1,1 ...I.>, 

Comme les rapports commensurables [l,l,l ... 11 (voir X,3,5) sont 
prkcisCment de la forme fn+ ,  : fn l’interprktation de Fowler implique 
une connaissance de (1). MalgrC les arguments impressionnants de 
Fowler, il nous semble que II,11 a CtC dkveloppk comme lemme pour 
IV,lO,ll , c’est-&dire la construction du pentagone; voir [Fischler, 
19791. 

3. Schoiium 73 a Euclide I I , l l  [Euclide-Heiberg, V,249] 
En voici la traduction: 

Soit la ligne entibre AB coup6e en 8 et %. Donc en prenant le nombre contenu par le 
tout 5 + 3 et en multipliant cctte somme par 3, elle devient 24: car 3 X 8 = 24. En pre- 
nant aussi les autres segments de BH c’est-&-dire le huitibme de 8 et en y ajoutant 24 le 
[rectangle] contenu par le tout et un des segments est 25. En multipliant de la mtme fa- 
Fon le nombre de I’autre segment par hi-mtme, c’est-&-dire 5 ,  now obtenons 25: car 
5 X 5 = 25. Donc le rectangle mntenu par tout AH [ i  veut dire AB] et le reste du seg- 
ment BH est Cgal au carre dCcrit par le segment AH qui reste. 
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c= rl 

- -  3 

Ce texte est loin d’Ctre clair et prCcis et nous donnons ici notre inter- 
pretation: 

La longueur totale de A B  est 8% comme le note la premibre 
phrase. Le ccnombre contenu par le tout>, est I’entier 8. Maintenant 
A B  est divise en deux parties a H mais le texte ne nous dit pas de fa- 
$on explicite quelles sont les valeurs de A H  et HB. Par exemple, le 
texte mentionne le <<. . . nombre de I’autre segment par hi-mCme c’est- 
a-dire 5 . . .>> et on pourrait penser a premibre vue que A H  = 5% et que 
ale nombre de l’autre segment>, est 5, comme dans la deuxibme 
phrase. Or le texte note: <<En prenant aussi les autres segments de BH 
c’est-A-dire le huiti2me de 8 ... n. L’utilisation dans cette phrase de 
pluriel <<segments>, en plus de c<le huitibmem suggbre que le scholiaste 
traite H B  comme Ctant de longueur 3 + % et que HB B son tour peut 
Ctre divisk en deux segments H R  = 3 et R B  = %. Donc, nous pouvons 
supposer que A H  = 5 exactement et que H B  = 3%. L’aire du rec- 
tangle est donc: A B  . BH = A R  - BH + R B  - BH = ( A R  - HR + A R  - 
. R B )  + R B - H B  = ( 8 . 3 + 8 - % )  + 3 % - %  = (24+1)  + 3%.%. La 
dernikre valeur est simplement ignorCe par le scholiaste qui obtient 
ainsi 25 = 5 . 5  = A H - A H .  

I1 est A noter que cette interprktation donne A H :  HB = 8 : 5 et 
A B  : A H  = 13 : 8. Or le manque de clartC du texte nous fait croire que 
nous avons affaire ici aux rCsultats d’une exPCrimentation avec des 
chiffres relativement petits plut6t qu’a une connaissance de (1) et 
plus forte raison de (2). 

Heller [1958,20] a par16 de ce scholium mais il a incorrectement in- 
terprCtC la premibre phrase comme voulant dire: <<On divise la ligne 
entibre en huit parties Cgales,,. Knorr [1975a,34], lui, suppose A tort 
que le scholiaste donne B H B  une valeur exactement Cgale 2 3. Cette 
interpretation se place dans le contexte de sa discussion des nombres 
IatCraux et diagonaux et de I’anthyphairbse. Knorr semble vouloir 

9 Centaurus XXVlI 
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suggCrer que le scholiaste connaissait (2) et voulait montrer comment 
commencer par une mauvaise approximation ( H B  = 3) pour en obte- 
nir une meilleure ( H B  = 3%). Nous pensons qu’il va trop loin en es- 
sayant d’arriver & de telles conclusions & partir d’un texte si obscur 
dont, ni la date, ni la source ne sont connues. 

4. Archimlde 

Dans le manuscrit du Mktrica I de HCron se trouvent deux bornes, 
dues Archimkde, pour le rapport entre la circonfkrence et  le dia- 
metre d’un cercle. Les chiffres donnCs ne sont Cvidemment pas justes 
et Knorr [ 1975b] propose des corrections textuelles. Pour expliquer 
comment Archimkde a pu arriver B ces nouvelles bornes, Knorr sug- 
gkre qu’Archim&de a suivi la mCthode de &ur la mesure du cerclen 
mais qu’au lieu de commencer par un hexagone, il a commencC par un 
dCcagone. Donc, selon la these de Knorr, Archimkde aurait eu besoin 
d’estimations pour le rapport entre le cBtC du ddcagone et le rayon du 
cercle, c’est-&-dire la quantitC z et pour ceci, il a utilisC (1). Plus prCci- 
sCment il aurait utilisd le terme 6765 : 4181 comme borne infkrieure et 
le terme 75025:46368 afin d’obtenir la borne supCrieure 
75045 : 46380. Dans l’appendice Knorr montre comment Archimkde 
aurait pu arriver ii ces termes. 

Quoique les arguments de Knorr sont en gCnCral assez convain- 
cants, ils prCsentent quelques aspects troublants. La borne initiale 
75045 : 46380 a CtC choisie par Knorr parce que les rapports qu’il pro- 
pose suggkrent une borne initiale avec 773 comme facteur de dCnomi- 
nateur et 46380 = 60 x 773. Mais on peut se demander si quelqu’un 
ne connaissant pas le rCsultat final serait arrivC ii 75045 : 46380. Le 
mCme problkme se pose pour la m6thode d’ittration qui fait sauter 5 
termes ii la fois et semble de nouveau faite pour quelqu’un qui con- 
naissait le rtsultat. Par exemple dans le cas du dCcagone la quantitC d 
est associCe aux numCrateurs des estimations initiales 8 : 5 et 5 : 3 au 
lieu d’aux ddnominateurs comme c’est le cas pour la mCthode sug- 
gCrCe pour l’hexagone de <<sur la mesure du cercle,. 

Pour continuer notre enquCte aprks la pCriode d‘Archimkde nous 
devons considdrer les textes 06 on avait besoin de calculer la quantitC 
z et voir quelle mCthode a Ct6 utilide. 
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5. Hkron 

Nous avons dCjh discutC [Curchin et Fischler, 19811 un exemple tr ts  
frappant du Mktrica I,17,18 oh HCron veut trouver l'aire d'un penta- 
gone. En bref aprts avoir utilisC XIII,8 HCron avait besoin de calculer 
le rapport entre la diagonale et le cBtC c'est-A-dire z. Pour ce calcul 
HCron n'utilise point (1) mais plutot XII1,l. I1 existe aussi d'autres in- 
dices suggCrant que HCron ne connaissait pas (1). Par exemple dans 
<<Pyramidesn ([HCron, 111,3611) il veut calculer r si a, = 12. Sans com- 
mentaire HCron utilise l'approximation a,, = u,/2 et ensuite XII1,lO 
(ug = ui + a:,). Comme il n'Ctait pas question de prCcision il aurait 
simplement pu utiliser (1) et u,,/r = z (voir XIII,9 qui ne donne pas 
tout-h-fait ce rCsultat et [Herz-Fischler, 19851). 

6. Ptolkmbe 

Dans son Almugest, PtolCmCe [PtolCmCe, 241 a besoin de calculer a,, 
quand r = 60. Comme dans le cas de HCron, PtolCmCe aurait pu util- 
iser u,,/r = z et ensuite ( l ) ,  or il invoque I I , l l ,  XIII,9,10. PtolCmCe 
ayant eu, Cvidemment, le souci de donner une prksentation absolu- 
ment rigoureuse, nous ne pouvons pas en dCduire un manque de con- 
naissance de (1). Plus rCvClateur est le texte de Gkogruphie I,20 (voir 
[Toomer, 1973,241). Par hasard la latitude 36" passe par Rhodes et 
donc pour trouver le rapport entre le parallkle et 1'Cquateur PtolCmCe 
doit calculer [corde (108") : diamttre] et donne sans dCtails le rapport 
93:115. Or le valeur thCorique est z/2 et aucune valeur associCe h (1) 
ne correspond A 93:115. 

Notons que les tables trigonomCtriques arabes que nous avons vues 
utilisent la mCthode de PtolCmCe et  que la table de Hipparcus (voir 
[Toomer, 19731) ne semble pas avoir eu une valeur pour 36". 

7. Abu KamiI 

Le livre Sur le pentugone et le dbcagone [Abu-Kamil] est plein de cal- 
culs qui ont un rapport avec la valeur z mais Abu-Kamil utilise tou- 
jours des thdortmes du. XI11 livre des Elkments et les thkortmes de 
Pythagore et de PtolCmCe pour ses calculs. 

Y' 
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8. Fibonacci 

Dans son traitement du pentagone [Fibonacci, 11,1051, ses calculs du 
volume du dodkcakdre [II,195] et ses versions des problbmes puisCs 
dans le Sur le pentagone et dkcagone et L’alg2bre de Abu-Kamil 
[II,207; 1,4381, Fibonacci montre une virtuosite frappante dans sa ma- 
nipulation numtrique et ses connaissances thCoriques. Nous ne trou- 
vons pourtant aucun signe de (1). 

9. Francesca 

Le Trattato d’abaco [Francesca-Arrighi 189-193, 208, 235-2421 et De 
quinque corporibus regularibus [Francesca-Mancinj 506-510, 532- 
5391, traitent des differents problkmes liCs au pentagone, au dodCca- 
kdre, et l’icosakdre. Francesca utilise les Livres XIII et XIV - de fa- 
qon diffkrente d’ailleurs de Fibonacci - et les proportions, mais ne 
montre aucune connaissance de (1). 

10. Bombelli 

Comme Bombelli a vCcu de 1526 1572 il a dtC contemporain de l’au- 
teur de la note manuscrite qui se trouve dans I’Euclide de Pacioli. Les 
mtthodes de Bombelli [Bombelli, 657-6621 pour le calcul des volumes 
du doddcakdre et de l’icosakdre sont d’un esprit trks diffkrent de celles 
de ses predecesseurs. Ses premiers livres traitent de 1’arithmCtique et 
de l’algkbre; [vok l’introduction et p. 335, 360,5801, et nous sommes 
dCja en presence d’un mathematicien plus emodemew. Pourtant, ici 
encore, il n’y a aucune indication que Bombelli connaissait (1). 

Notre synthbse a montrC qu’aprbs la pCriode d’Archimkde il n’y 
avait aucun indice qui nous permettrait d’affirmer une connaissance 
de (1)’ m$me si le scholium 73 avait une date beaucoup plus tardive 
comme c’est sQrement le cas. Quant a la pCriode plus ancienne les sug- 
gestions de Heller et de Fowler, restent des hypothtses qui sont loin 
d’Ctre dtmontrdes. La reconstruction, par Knorr, des bomes dans le 
cas d’ Archimbde presente aussi des difficult& 

MCme s’il Ctait stir que l’on connaissait (1) B une Cpoque ancienne, 
nous aurions un autre probleme a resoudre car l’utilisation de 89, 144, 
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233 dans la note manuscrite, sans aucune explication, suggkre que le 
commentateur n’est pas celui qui a (re)dCcouvert (1) et donc nous au- 
rions ii nous demander qui l’a pr6cCdC. 
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NOTE 

1. Bibliothtque Nationale (Paris) cote Reserve V.104. 11 n’y a malheureusement aucune indica- 
tion dans le livre quant B son propribtaire, ni quant B la date B laquelle il est entre B la B.N. La 
figure meme, sans les chiffres, est imprimte dans Ie texte. Un microfilm du livre se trouve B la 
bibliotheque de Carleton University, Ottawa. L‘bnonc6 de 11.11 se lit comme suit [Euclide- 
Kayas]: aPartager un segment donne de f a p n  B ce que le rectangle du segment tout entier et 
de I’une de ses parties [ahkc] soit equivalent au carre de I’autre partie [bhgfln. Ceci est la ver- 
sion geomttrique de VI, def. 3. 


